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Dans un article publie en 1960, Carlitz [l] caracterise les anneaux des 
entiers des corps de nombres dont le groupe des classes d’ideaux a au plus 
deux elements par la propriett que nous appellerons Pquidkcomposition et 
que nous formulerons ainsi: 
(E) Pour toutes families finies (a,),,icr et (h,),,,,,, d’kkments \. 
extrkmaux de ranneau A consid&&, rPgalitP a, . . . a, A = h, . . . h, A entraine 
r = s. 
La demonstration utilise uniquement le fait que les anneaux des entiers 
sont des anneaux de Dedekind dans lesquels toute classe d’ideaux non 
principaux contient au moins un ideal premier (cf. [S]). Le resultat de 
Carlitz se gtneralise a ces anneaux saris avoir a se limiter au cadre de la 
Theorie des Nombres; de tels anneaux existent: par exemple le localise de 
A[X] par l’ensemble des polynbmes unitaires, ou A est un anneau de 
Dedekind quelconque (cf. [ 23 ). 
Cependant nous montrons dans la premiere partie que dans le cas 
general on peut &tre tres loin d’une telle repartition des classes d’ideaux 
premiers: nous donnons une condition necessaire et suffisante pour qu’une 
partie gtneratrice d’un groupe abelien G soit l’ensemble des classes d’ideaux 
premiers non principaux d’un anneau de Dedekind ayant pour groupe des 
classes G. 
Dans la deuxieme partie, nous montrons que l’equidtcomposition est 
caracterisee non pas par le groupe des classes mais par la repartition des 
classes d’idtaux premiers. Nous prouvons, entre autres, que pour tout car- 
* Ce travail poursuit une Ctude entreprise par J. L. Steffan (“Thbe 3tme Cycle,” Universitit 
de Provence, Centre Saint-Charles, Marseille, 1980) sous la direction de Monsieur Jean-Pierre 
Soublin qui a eu l’amabilitt de relire le manuscrit. 
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dinal o au moins egal a trois, il existe un groupe abtlien G de cardinal w, 
deux anneaux de Dedekind A et B dont les groupes des classes sont 
isomorphes a G et tels qu’il y ait equidecomposition dans A mais pas dans 
B. 
Une question se pose alors: tout groupe abtlien est-il rtalisable comme 
groupe des classes dun anneau de Dedekind avec tquidtcomposition? 
Nous apportons une reponse affirmative pour certains types de groupes 
abeliens, entre autres: les groupes libres, les groupes de rang fini, les 
groupes divisibles. (La notion de rang utilisee ici est celle detinie dans 
Bourbaki, “Algebre,” chap. 7, deuxieme edition, sect. 4, exercise 22.) 
PREMII?RE PARTIE: REPARTITION DES ID~AUX PREMIERS 
Dans un anneau de Dedekind A, le groupe des classes d’idtaux C(A) est 
engendre par l’ensemble P, des classes contenant au moins un ideal 
premier non principal. Pour tout ideal premier J, et pour tout element a 
non nul de J, il existe des ideaux premiers J*,..., J, et des entiers naturels 
non nuls n, ,..., n, tels que J1’ . . J;l= uA; en passant aux classes nous 
obtenons n, cl( J, ) + . . . + n,cl(J,) = 0. Nous allons montrer que l’existence 
de telles relations caracterise en quelque sorte P,. 
TH~OR~ME 1. Soient G un groupe abelien (note additivement) non reduit 
a relement neutre 0 et P une partie generatrice de G ne contenant pas 0. 
Alors il existe un anneau de Dedekind A et un isomorphisme cp de G sur C(A) 
tel que cp( p,) = P si et seulement si P vertfie la propritte suivante: 
pour tout g dam P il existe une partie finie T de P et des entiers 
naturels non nuls n,, n,, (h E T) tels que nR g + C,,E .n,h = 0. CR) 
Dans le cas d’un groupe de torsion, cette propriete est toujours verifiie et 
lorsque G est Cgal a Z ou Q, il suffit que P contienne des elements de signes 
contraires. 
I1 nous sufftt de montrer que la condition est suftisante. Pour ce faire 
nous utilisons le resultat suivant de Claborn (cf. [3. p. 781): 
(C) Soient X un ensemble non vide et I une partie de FVcX) dense dans 
Z(X) rest-a-dire telle que pour toute partie x’ de X verifiant 
card(F) <card(X) l’on ait r,(Z) = Ncx’j ou rx. est la restriction Zcx) + Z(x’). 
Alors on peut trouver un anneau de Dedekind A tel que: 
- il existe une bijection de X sur Pensemble des ideaux premiers non nuls 
de A induisant un isomorphisme u de Zcx’ sur le groupe des ideaux fraction- 
naires non nuls de A, 
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- u induit un isomorphisme du sous-groupe (I) engendrt par I duns Zcx) 
sur le sous-groupe des idkaux fractionnaires principaux de A. 
Par consequent, u se factorise en un isomorphisme U de Z’X’/(I) sur 
C(A) qui envoie l’ensemble des classes des elements de la base canonique 
de ZcX) sur P,. 
11 s’agit maintenant de choisir convenablement X et I. 
Soient X un ensemble non vide admettant une partition {X,, g E P} et s 
la surjection de X sur P qui a tout x associe l’unique g tel que x soit dans 
x&v 
Soient (er)TEX la base canonique de ZcX) et f l’application de ;ZtX) sur G 
qui a e, associe s(x). Pour tout g dans P, l’ensemble des x verifiant 
Z(e,) = g est exactement X,. De plus, r induit un isomorphisme r de 
Z’*‘/Ker r sur G. 
Posons I= Ker Tn N lx), la demonstration sera achevee en deux etapes: 
(1) montrer que (I) = Ker I7 
(2) choisir les X, de sorte que I soit dense dans ZcX’. 
Alors l’anneau de Dedekind A donne par (C) et l’isomorphisme cp = U 0 T- ’ 
satisferont aux exigences du thtoreme 1. De plus, pour tout g dans P l’en- 
semble des ideaux premiers de A qui appartiennent d la classe cp(g) est en 
bijection avec X,. 
Pour ces deux ttapes, nous remarquons d’abord que, en vertu de (R), 
pour tout x dans X et pour tout entier nature1 m, il existe une partie linie 
T, de P et des entiers naturels non nuls m,, m,, (g E T,) tels que: 
m,s(x)+ C m,,g=O et m,>m. 
YB T, 
Premikre &tape. Soit e = I,, yn.rer un element de Ker r oh Y est une 
partie finie de X. Pour tout g dans P, fixons un element h, dans X,. En 
prenant m = sup { 1 n, 1, XE Y}, et avec les notations de la remarque 
precedente, les elements 
.f=E( m,s, -+ C m.y,,eb, 
TE Y gsTr > 
et f + e sont dans I. D’ou Ker Tc (I). L’autre inclusion est Cvidente. 
Deuxigme &tape. Soit x’ une partie non vide de X telle que 
card(X) < card(X); soit e-x,, yn.rex un element de NiX’) ou Y est une 
partie fmie de X’. Comme dans la premiere Ctape, nous construisons avec 
les memes conventions un element e’ =x:,, y(n.XeX + (m, - nx)eh,,,) + 
c gs TX mx,gebJ qui est dans I. Une condition suffrsante pour avoir r,,(e’) = e 
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est que, pour tout g dam P on puke choisir b, en dehors de x’; ceci est 
possible lorsque les X, sont de m&me cardinal intini et au moins egal a 
card(P) (alors card(X) < card(X,)). 
Remarques sur la repartition des ideaux premiers: nous avons vu que le 
cardinal de l’ensemble E, des ideaux premiers qui appartiennent a la classe 
cp(g) est egal au cardinal de X,. Dans la construction preddente, les 
classes de p, contiennent la meme infinite d’ideaux premiers. Nous allons 
voir qu’avec des hypotheses suppltmentaires sur P, nous pouvons obtenir 
des repartitions differentes. 
I1 s’agit de caracteriser des situations dans lesquelles nous pouvons 
realiser la densite de I dans Z (Xl dans la deuxieme partie de la 
demonstration prectdente avec d’autres conditions sur les cardinaux des 
x,. 
LEMME 1. Soit P’ une partie non vide de P. Alors propriktts suivantes 
sont Cquivalentes: 
(i) pour tout cardinal infini o au moins &gal 2 card(P), on peut 
choisir dans la deuxisme &tape les X, tels que card(X,) = w pour g dans P’ et 
1 < card( X,) < o sinon. 
(ii) P’ est une partie gPnPratrice de G vkrfiant (R). 
(iii) Pour tout g de P, il existe une partie finie T’ de P’ et des entiers 
naturels n,, (h E T’), tels que g + ChE r ,, n h = 0 (T’ pouvant contenir g quand 
g est dans P’). 
Preuve. Montrons que (i) entraine (iii): choisissons un cardinal o infini 
tel que o > card(P) et prenons les X, tels que card(X,) = o si g est dans P’ 
et card(X,) = 1 sinon. Soient g un element quelconque de P et b, un 
element de XR; alors x’ = {b, } u U,, + pS X, verifie card(X’) < card(X) = o. 
L’tlement e = eh, est dans kJ(x’) done la densite de I implique qu’il existe un 
element e’ de I tel que r,,(e’) = e. L’element e’ est de la forme 
eb, + C\-EZm\-er oh Z est une partie finie de X disjointe de x’ et les m, sont 
des entiers naturels. En appliquant Z, nous obtenons une relation 
g+ch.. h n h = 0 avec T= s(Z) c P’ et nh dans N. 
Rtciproquement: si dans la deuxieme ttape nous choisissons les car- 
dinaux des X, comme indique dans (i), le cardinal de X est w; de plus pour 
toute partie x’ de X telle que card(X’) <card(X) et tout g de P’, nous 
pouvons choisir un b, de X, en dehors de x’. D’apres (iii), pour x de X il 
existe une partie tinie T., de P’ et des entiers naturels m,,,(g E T,), tels que 
s(x) + CgETr m,,,g=O. Alors pour tout element e= C,, ,,n,e, oti Y est 
une partie finie de x’, l’tltment e’ = C,, Y(nrer + xYE T,nrm.r,RehR) est dans 
Z et veritie r,.(e’) = e. Ce qui montre que Z est dense. 
Montrons que (ii) entraine (iii): si P’ est une partie generatrice de G tout 
element g de P s’ecrit g = Ch t T h a h avec T partie finie de P’ et les ah dans 
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22’. Si m = suphe TI a,, 1, comme P’ verifie (R), en faisant la m&me remarque 
que dans la demonstration du thtoreme, now voyons que pour tout h de 
T, il existe une partie finie T, de P’ et des entiers naturels mh, mh,k (k E Th) 
tels que m,h +CkE Thmh,kk =0 et mh >m. Alors la relation 
g+C,..C(m,-a,)h+C,.,m,,~ k] = 0 est de la forme requise en prenant 
T’=TuU ht rTh. La reciproque est tvidente. 
COROLLAIRE. Lorsque P contient une partie stricte P’ qui engendre G et 
vertfie (R), on peut choisir Panneau de Dedekind A du theoreme 1 de telle 
sorte que les ideaux premiers non principaux ne se repartissent pas umfor- 
memen t dans les classes de $,., . 
LEMME 2. Si P est infini, les proprihtes suivantes sont equivalentes: 
(i) on peut choisir, duns la deuxieme etape, des X, vertfiant, pour tout 
g duns P: 1 d card(X,) < card(P). 
(ii) pour tome partie P, de P telle que card( P,) < card(P), P - P, (la 
dtfference ensemhliste) est une partie gineratrice de G vertfiant (R). 
Preuue. (i) entraine (ii): choisissons tous les X, de cardinal 1. Cela 
revient a prendre X = P, I- etant alors definie par I(e,) = g, g E P. Soient P, 
une partie de P telle que card(P,) < card(P) et g un element quelconque de 
P. Alors X’ = {g} u P, est une partie de P verifiant card(r) < card(P). La 
densite de I entraine qu’il existe un element e’ de I tel que r,.(e’) = eK, done 
e’ doit &tre de la forme e’= e, +&,,rn,e, ou T est une partie finie de 
P-x’, done de P- P, et les nh des entiers naturels et on doit avoir 
s+c hs T.nh h = 0. On en deduit par le lemme 1 que P - P,] engendre G et 
vtrifie (R). 
Reciproquement: si nous choisissons des X, verifiant les conditions de 
(i), nous avons card(X) = card(P), et pour toute partie x’ de X telle que 
card(y) < card(X), P, =s(X’) est une partie de P veriliant card(P,) < 
card(P). Si on a (ii), P - P, est une partie generatrice de G verifiant (R) et 
d’apres le lemme 1, pour tout x de X, il existe une partie tinie T, de P - P, 
et des entiers naturels m r,h, h E T,, tels que s(x) + Ch t r,m\-,hh = 0. Alors 
pour tout element e = C.,, yn.rer de NcX’, avec Y partie finie de x’, 
l’element e’ = C, t y (n,e, -t-CIETn.m,,,e,,) (ou h, est un element 
quelconque de X,) est dans I et vkrifie ry(e’) = e. 
COROLLAIRE. Lorsque P vertfie la propriete (ii) du lemme 2, on peut 
choisir Panneau de Dedekind A du theoreme 1 de telle sorte que chaque classe 
de P, contienne exactement un ideal premier. 
EXEMPLE. Pour tout groupe infini G, il existe un anneau de Dedekind A 
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de groupe des classes G, tel que P, soit Cgal a G - (0) et que chaque classe 
de P, contienne exactement un ideal premier. 
En effet, montrons que P = G - { 0) veritie la condition (ii). Soient P, 
une partie de P telle que card( P,) < card(P) et g un element quelconque de 
P. On a card(P) = card(G); T = { 0, g} u ( - P,) u (g + P,) est une partie 
de G verifiant card(T) < card(G); il existe done un element g, de G n’appar- 
tenant pas a T; alors g, = g, - g et g, = - g, sont deux elements de 
P - P, tels que g + g, + g, = 0. D’apres le lemme 1, il en resulte que P - P,, 
engendre G et verifie (R ). 
Remarquons que si G est tini, non reduit a 0, la situation precedente est 
impossible car un anneau de Dedekind contenant un nombre fini d’idtaux 
premiers est principal (et son groupe des classes est done {O}). 
Les conditions sur P des lemmes 1 et 2 ne peuvent fournir jusqu’a 
present que des conditions suffisantes pour avoir les repartitions d’ideaux 
premiers sus-indiqutes, puisque l’ensemble des ideaux principaux d’un 
anneau de Dedekind ne verifie pas necessairement la condition de densite 
de Claborn (cf. [3, p. 691). 
Cependant, lorsque le groupe des idtaux fractionnaires non nuls de A est 
dtnombrable, cette propriete de densite est equivalente au thioreme d’ap- 
proximation, et nous obtenons dans ce cas la caracterisation suivante: 
PROPOSITION 1. Soient G un groupe abPIien d&ombrable et P une partie 
g.&nt!ratrice de G v&$ant (R). On se donne une partie PI’ de P et, pour tout g 
de PI’ un entier nature1 non nul wR. Alors, pour qu’il existe un anneau de 
Dedekind A avec C(A) = G et P, = P et virfiant card(E,) = wg si g est dans 
P”, card( E,) = card( B ) sinon, il faut et il suj’it que le compl&mentaire dans 
P de toute partie finie de PI’ soit une partie ginhratrice de G &rijiant (R). 
Preuve. Montrons que la condition est suffisante: choisissons, dans la 
deuxieme etape du theoreme 1, des X, tels que card(X,) = oK si g est dans 
P” et card(X,) = card( N ) sinon. Alors X est dtnombrable. 
Soient x’ une partie tinie de X et e=C..,,n.e, un Clement de NcX’). 
L’ensemble P, = s(Y) n P” est une partie finie de P” done le complemen- 
taire P’ de P, dans P est par hypothese une partie generatrice de G 
verifiant (R). Par consequent, d’apres le lemme 1, pour tout x de X il existe 
une partie finie T, de P’ et des entiers naturels m,,, (h E T,), tels que 
0) + Ch E T, m,.d = 0. 
Par ailleurs, pour tout h de P’, il existe un element b, de X, n’appar- 
tenant pas a x’ (soit h n’est pas dans s(X’) et tout b, convient, soit h n’est 
pas dans P” et X, est denombrable done non contenu dans xl). Alors 
e’=C,,. he, +ChETt n,m r,heh,) appartient a I et veritie r,.(e’) = e. 
L’anneau A donne par (C) remplit (a isomorphisme pres) les conditions de 
l’econce. 
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Montrons que la condition est necessaire: soient P, une partie finie de P” 
et g un element de P. La reunion E = Uhs p,Eh est un ensemble tini 
d’idtaux premiers. Choisissons un ideal premier J, dans la classe g. D’apres 
le thtoreme d’approximation, il existe un Clement a de A dont la valuation 
suivant J, soit Cgale a 1 et la valuation suivant J soit egale a 0 pour tout J 
de E different de J,. Alors aA = J,n,, JmJ ou S est un ensemble tini 
d’ideaux premiers n’appartenant pas a Eu {J,} et les m, sont des entiers 
naturels; en passant aux classes: g + Ch E +z,,h = 0 ou T est un ensemble fini 
de classes n’appartenant pas a P, et les nh sont dans N. D’apres le lemme 1, 
il rtsulte que le complementaire de P, dans P est une partie generatrice de 
G verifiant (R). 
Cas particulier. Lorsque G = 77, la condition necessaire et suffisante 
pour que card(E,) puisse etre un entier nature1 non nul quelconque pour 
tout g de P est que P soit une partie de Z ne contenant pas 0 et veritiant: 
~ pour tout entier nature1 m, il existe une famille (qui peut etre prise 
linie) d’ elements de P non tous de meme signe, superieurs a m en valeur 
absolue et etrangers dans leur ensemble. 
EXEMPLE. P = {g,, n E N } avec gn = ( - 1 )“(n! + 1); en effet, pour tout 
m dans N, si nous posons n, = 2m et n2 = (2m)! + 1, g,, et g,,z sont de 
signes opposes, superieurs a m en valeur absolue et ttrangers. 
Remarque. Dans le cas ou G est fini, nous avons une caracterisation 
analogue: si on se donne une partie non vide P’ de P et pour tout g n’ap- 
partenant pas a P un entier nature1 non nul wR, pour qu’il existe un anneau 
de Dedekind A avec C(A) = G, P, = P et vtrifiant: card(E,) = card( N) si g 
est dans P’, card(E,) = o, sinon, il faut et il sufftt que P’ engendre G. 
DEUXII~ME PARTIE: EQUIDF:COMPOSITION 
Soit A un anneau de Dedekind; un element a non nul et non inversible 
de A engendre un ideal aA qui s’ecrit de maniere unique comme produit 
d’ideaux premiers de A: aA = n ,t Jr (T non vide et tini). En passant aux 
classes nous obtenons une famille F= (cl(J,)),, T d’ilements de P, 
veritiant: 
(1) La somme des elements de la famille est nulle. 
L’element a est extremal si et seulement si pour toute partie non vide T 
strictement contenue dans T l’idtal n I E T J, n’est pas principal ou encore si 
et seulement si F est une famille telle que: 
(2) Aucune sous-famille propre ne vtrifie (1). 
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Toute decomposition de a en produit d’elements extremaux a = a, . u, 
correspond a une partition {T, ,..., T,} de T telle que pour tout i, 16 i 6 r, 
la famille (cl(J,)),, T, veritie (2). 
Nous sommes conduits a introduire les definitions suivantes: soient G un 
groupe abelien et F= (g,)lt T une famille d’eltments de G, 
(i) F est une partition de zero si F verifie (1). 
(ii) F est minimale si F est une partition de zero veriliant (2). 
(iii) F Ctant une partition de zero, une decomposition de F est la don- 
nee dune partition { T, ,..., T, } de T pour laquelle les familles (g,),, T, soient 
minimales, 1 < id r. L’entier r sera appele la longueur de la decomposition. 
(iv) F est dite iquidtcomposuhle si F est une partition de zero dont 
toutes les decompositions ont la meme longueur, la longueur commune est 
appelee fongueur de F et notee long(F). 
(v) Pour toute partie non vide P de G, une partition de zero formee 
d’elements de P sera appelee P-partition de zero. 
Avec ces definitions, il est aise de verifier qu’il y a Pquidecomposition duns 
A si et seulement si toute PA-partition de zero est equidecomposable. 
L’ttude de l’equidecomposition se ram&e a un probleme concernant les 
groupes abeliens: etant donnee une partie generatrice P de G, toute P-par- 
tition de zero est-elle equidecomposable? 
Lorsqu’un isomorphisme de G sur G’ envoie P sur P’, la propriete est 
vraie pour (G, P) si et seulement si elle est vraie pour (G’, P’). 
Autrement dit: 
PROPOSITION 2. Soient A et B deux unneuux de Dedekind tels qu’il existe 
un isomorphisme de C(A) sur C(B) envoyunt p, sur P,. Alors il y a 
Pquidecomposition dans A si et seulement si il y a Pquidecomposition duns B. 
Ainsi l’equidecomposition depend uniquement de la repartition des 
classes d’ideaux premiers dans le groupe des classes. 
PROPOSITION 3. Soient G un groupe ah&lien et P une purtie ghhatrice 
ne contenant pas 0 et vt!rifi:unt (R). Si P contient les elements non nuls dun 
sous-groupe de G dordre au moins Pgul a trois, il existe un anneau de 
Dedekind A suns Pquidecomposition et un isomorphisme cp de C(A) sur G qui 
envoie [ID, sur P. 
Preuve. Les techniques utilistes par Carlitz s’appliquent sans 
modifications pour prouver qu’il n’y a pas e’quidecomposition dans l’an- 
neau de Dedekind obtenu avec le thtoreme 1. 
DEFINITIONS. (i) Nous dirons que le couple (G, P) est rhalisable lors- 
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que G est un groupe abtlien et P une partie generatrice de G pour lesquels 
on puisse trouver un anneau de Dedekind A tel que: 
- il existe un isomorphisme cp de C(A ) sur G veriliant cp( P, ) = P, 
- il y a equidecomposition dans A. 
(ii) Nous dirons que le groupe G est rkalisahle s’il existe P telle que 
(G, P) soit rtalisable. 
PROPOSITION 4. (i) Soient G un groupe abPlien et P une partie 
gthhatrice de G ne contenant pas 0; alors il y a kquivalence entre: 
(a) (G, P) est rhalisable. 
(b) P vkrij2e (R) et toute P-partition de ze’ro est Pquidecomposable. 
(ii) Si G est rPalisable, il existe une partie g&Pratrice P ne contenant 
pas 0 et telle que (G, P) soit r&alisable. 
Preuve. (i) Dtcoule du theoreme 1 et des definitions adoptees. 
(ii) 11 existe P’ telle que (G, P’) soit realist par un anneau de 
Dedekind A. Soit W l’ensemble des ideaux premiers non principaux de A. 11 
resulte de [3] que B = n,, ,+, A, est un anneau de Dedekind et qu’il existe 
un isomorphisme Y de C(A) sur C(B) tel que Y(p, - {O))= !PB. Done si 
P= P’- {0}, (G, P) est realise par B. 
Groupes rkalisables 
PROPOSITION 5. (i) Les groupes monoghes sont rkalisables. 
(ii) Pour tout entier premier p, la composante p-primaire de Q/Z est 
rkalisable. 
Preuve. 11 s’agit de trouver pour chacun de ces groupes une partie 
generatrice P ne contenant pas 0 et verifiant les proprietes &on&es dans la 
proposition 3. 
(i) Pour Z/nZ: P = { 1 } et pour Z, P = { - 1; 1 } conviennent, les 
verifications sont immediates. 
(ii) Nous noterons U,, la composante p-primaire de Q/Z. Soit 
P=(g,,nEN-(0)) ou g, est la classe de l/p” modulo L. La seule dif- 
ficult& est de montrer que toute P-partition de zero F est equidecom- 
posable. Soient g,, ,..., g,, les elements distincts de F rep&s respectivement 
a, ,..., ak fois et m l’entier nature1 non nul delini par m = zf= 1 (a,/p”‘); il 
rtsulte du lemme suivant que toute decomposition de F a pour longueur m. 
LEMME. Soient p un nombre premier, a ,,..., ak, n ,,..., nk des entiers 
naturels non nuls tels que Cf=, (a,/p”‘) soit un entier. Alors il existe des 
entiers a;,..., a; tels que 0 d ai < a, et Cf (al/p”‘) = 1. 
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Preuve. Elle se fait par recurrence sur k. Pour k = 1, a’, = p”‘; supposons 
la propriete vraie jusqu’a l’ordre k - 1 et I:=, (a,/p”‘) = m; il s&it de voir 
le cas m> 1, n, >n, > ... >nk et uk < p”“. Alors Cfi:/ (u~/P~~~“~) = 
mp”” - ak = m’ > pnk. L’hypothese de recurrence donne des entiers 
b , ,..., bk - , tels we Odb,6a, et cf= ,’ (b,/p”‘-““) = 1 d’ou 
If=,’ ((a, - bi)/pfll- ““) = m’ - 1; quitte a reappliquer ce processus nous 
obtenons des entiers a’, ..., a; _, tels que Oda,!<a, pour l<idk-1 et 
C;=,‘(q!/p”‘-“k) = p”k; le resultat en decoule en posant a; = 0. 
PROPOSITION 6. Une somme directe de groupes rkalisables est rPalisable. 
Preuve. Soient (Gi)i,, une famille de groupes rtalisables et pour chaque 
i une partie P, qui engendre G,, ne contient pas l’element neutre de G, et 
telle que (Gi, Pi) soit realisable (on suppose les Gj non triviaux). Soit 
G = @ ie I G,; G, s’identifiant canoniquement a un sous-groupe de G encore 
note G;, Pi sera identifie a une partie de G encore notee P,. Alors 
P= Uie,P, est une partie generatrice de G ne contenant pas 0; tout g de P 
etant dans un P, et P, verifiant (R), P verifiera (R). 
Soit alors F= (g,),, T une P-partition de zero. Les ensembles 
Ai = {t E TI g, E Pi} sont vides sauf pour i appartenant a une partie finie I’ 
de I. De plus, 0 = C,, T g, = Citr EIcA,gl) 4uivaut g CrtA,gl =O pour 
tout i de I’; done F, = (gt)leA, est une P,-partition de zero, iE I’. Ces F, 
sont entierement determines par F et reciproquement. Nous en dtduisons 
que les P-partitions de zero minimales sont les P,-partitions de zero 
minimales, i E I. Les Fj &ant Cquidecomposables. F sera aussi equidecom- 
posable. 
COROLLAIRE 6.1. (i) Les groupes ah&liens 
- libres. 
~ de type fini, 
~ de torsion et dexposant fini 
sont realisables. 
(ii) Q/Z et ses sous-groupes sont Galisables. 
Preuve. (i) Ce sont tous des sommes directes de groupes monogenes. 
(ii) Q/Z est somme directe de ses composantes p-primaire U,. Par 
ailleurs, tout sous-groupe strict de Q/Z se decompose en somme directe de 
sous-groupes ou bien finis ou bien isomorphes a un U,. 
COROLLAIRE 6.2. Pour tout cardinal w il existe un groupe ab.Glien 
rialisable de cardinal co. 
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Preuve. Lorsque w est tini, il suffit de prendre Z/wZ et lorsque w est 
infini Z(‘) oti I est un ensemble de cardinal o. 
h0P0sIT10~ 7. Un groupe abelien qui est extension dun groupe libre par 
un groupe de torsion rt!alisable, est rkalisable. 
Preuve. Nous avons une suite exacte 0 + L + G + “T -+ 0 oti L est un 
groupe abelien libre engendre par (ei).,FJ, T est un groupe de torsion 
realisable a l’aide d’une partie P, = (t,),t,; soit n, l’ordre de ti. 
Nous identitions L a son image dans G. 
Pour tout i de I nous pouvons choisir gi dans tel que s(g,) = ti et que 
n,g, soit dans @,EJF+Je,. 
Soient P, = {g,, iEZ} et P, = { -e,, e,,jeJ}; alors P= P, u Pz engen- 
dre G, ne contient pas 0 et verifie (R). 
Soit F une P-partition de zero contenant a, fois l’element g,, i E Q, , b, 
fois l’element e,, jE Sz;, L’, fois l’element -e,, je Q,: 
c a,g, + c b,ei = C cje,. (1) 
,tR, jEQi /ED? 
Lorsque Q, est non vide, nous noterons s(F) la famille des images par s 
des elements de F appartenant a P, (alors s(F) est une P,-partition de 
zero). 
Supposons F minimale: 
(a) Si Q; contientj,, alors F= (e,,z, -e,,, } (en effet en mulipliant (1) 
par n = ppcm{ni, ~EC?~ ) il vient ci 3 hi). 
(b) Si Q’, est vide alors s(F) est minimale: en effet CltR,aitr = 0 et s’il 
existe al, i E Sz, , tels que 0 < a: < ai et CiER,a:t, = 0, alors 
c; E 77, presque tous nuls. 
En multipliant (1) et (2) par le m&me n que ci-dessus, il vient CJ’ = 0 pour 
j$ Sz,, 0 < c; < cj pour j E Q,. La minimalite de F entraine alors a( = a,. 
Nous en deduisons que dans le cas general une decomposition de F aura 
pour longueur card(Q;) si Sz, est vide, long(s(F))+card(Q’,) sinon (s(F) 
ttant alors equidecomposable). 
Finalement, toute P-partition de zero est tquidecomposable. 
COROLLAIRE 7.1. Q et ses sous-groupes sont rkalisables. 
Preuve. Soit H un sous-groupe de Q non reduit a (0). H est isomorphe 
a un sous-groupe H’ de Q qui contient Z; H’jZ est de torsion et realisable 
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en tant que sous-groupe de Q/Z, la proposition 7 nous dit que H’ est 
realisable done H aussi. 
Remarque. Le groupe additif dun espace vectoriel sur un corps com- 
mutatif est rtalisable: il sera somme directe d’exemplaires de Q ou somme 
directe d’exemplaires de Z/pZ suivant la caracteristique du corps. 
PROPOSITION 8. (i) Tout groupe divisible est r.&alisable. 
(ii) Tout groupe aMien de rang fini est r~alisahle. 
Preuve. (i) Un groupe divisible est somme directe d’exemplaires de Q 
et de U,. 
(ii) Tout d’abord, un p-groupe abtlien et de rang fini etant somme 
directe d’un groupe divisible et d’un groupe fini, il est realisable d’apres (i) 
et les propositions 5 et 6. Done tout groupe abelien de torsion et de rang 
tini est realisable car il est somme directe de ses composantes p-primaires. 
Pour un groupe abelien de rang tini et qui n’est pas de torsion, on peut 
trouver un sous-groupe libre L de G de rang maximum, alors G/L est de 
torsion et de rang fini done realisable; la proposition 7 permet de conclure. 
COROLLAIRE 8.1. Notons 9 Pensemhle des nombres premiers; alors le 
produit direct G = n,,, /p Z/pZ est rt!alisable. 
Preuve. Le groupe de torsion de G est T = Opt ,* Z/p& pour tout 
x = (x~)~ de G et tout entier nature1 non nul n, l’element x’ = (x;)~~ b detini 
par xb = 0 si p divise n, nxb = x,, sinon, verifie x - nx’ E T, done G/T est un 
groupe divisible; comme il est sans torsion, c’est un Q-espace vectoriel. Soit 
(x,)~~, une famille d’elements de G tell que (Xi)iE, soit une base de ce Q- 
espace vectoriel, Xi designant la classe de xi modulo T. Alors (x,)~, , est une 
famille libre (sur Z) et engendre un sous-groupe de G que nous notons L. 
Le groupe G/L est isomorphe au quotient @ IE, Q.?,/@ ,E, ZX,, lui-m&me 
isomorphe au groupe divisible (Q/H) (‘I Done, le groupe abelien G etant . 
extension du groupe libre L par le groupe de torsion divisible G/L, est 
rtalisable d’apres les propositions 7 et 8. 
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